


































m_{t}+(\frac{m^{2}}{ $\rho$}+p( $\rho$))_{x}=a(x)\frac{m^{2}}{ $\rho$}, & x\in \mathrm{R}.
\end{array}\right. (1.1)
 $\rho$, m, pはそれぞれ気体の密度,運動量,圧力を表す.  $\rho$>0 のとき,  v=m/ $\rho$ は気体の速
度を表す.バロトロピックの場合は,圧力は密度の関数として,  p( $\rho$)=$\rho$^{ $\gamma$}/ $\gamma$ となる. こ











( $\rho$, m)|_{t=0}=($\rho$_{0}(x), \mathrm{m}_{0}(x)) (1.2)
を与えて,初期値問題を考える.
また,ベクトル u={}^{t}( $\rho$, m) , f(u)=t(m, \displaystyle \frac{m^{2}}{ $\rho$}+p( $\rho$)) と g(x, u)=t(a(x)m, a(x)\displaystyle \frac{m^{2}}{ $\rho$})
を用いて,上記の問題 (1.1)-(1.2) を,次のように保存則の形で記述することもある.
\left\{\begin{array}{ll}
u_{t}+f(u)_{x}=g(x, u) , & x\in \mathrm{R},\\
u|_{t=0}=u_{0}(x) . & 
\end{array}\right. (1.3)
ノズル流に関する既存の結果を紹介する.この方面に関する研究の先駆的な結果とし






まず,以下のリーマン不変量 z, w を導入する.
定義1.1.
w=\displaystyle \frac{m}{ $\rho$}+\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$}=v+\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$}, z=\frac{m}{ $\rho$}-\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$}=v-\frac{$\rho$^{ $\theta$}}{ $\theta$} ( $\theta$=\frac{ $\gamma$-1}{2}) .
ここで,リーマン不変量に関する性質をまとめておく.
注意1.1.
v \geqq  0 のときは, |w| \geqq |z| かつ w \geqq 0 である.一方, v \leqq  0 のときは, |w| \leqq |z| かつ
z\leqq 0 となる.また,リーマン不変量と未知関数との関係は以下のようになる.
v=\displaystyle \frac{w+z}{2},  $\rho$= (\frac{ $\theta$(w-z)}{2})^{1/ $\theta$}, m= $\rho$ v.




ある非負の関数 b\in C^{1}(\mathrm{R}) が存在して以下を満たす.
|a(x)|< $\mu$ b(x) , \displaystyle \max\{\int_{0}^{\infty}b(x)dx, \int_{-\infty}^{0}b(x)dx\}\leqq\frac{1}{2}\log\frac{1}{ $\sigma$} . (1.4)
ここで,  $\mu$=\displaystyle \frac{(1- $\theta$)^{2}}{ $\theta$(1+ $\theta$-2\sqrt{})},  $\sigma$=\displaystyle \frac{1- $\theta$}{(1-\sqrt{ $\theta$})(2\sqrt{ $\theta$+1}+\sqrt{ $\theta$}-1)} である. 0< $\sigma$< 1 であることに注意す
る.また,  $\mu$ と  $\sigma$ は,後述される図2の関数  f(k) によって特徴づけられる.
このとき,主定理は以下である.
定理1.1 ([T8]).
(1.4) の b と任意に固定された非負の定数M に対して,初期値は u_{0}=($\rho$_{0}, m_{0})\in L^{\infty}(\mathrm{R})
0\leqq$\rho$_{0}(x) , −Me -\displaystyle \int_{0}^{x}b(y)dy\leqq z(u_{0}(x)) , w(v_{ $\Phi$}(x))\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy} (1.5)
を満たすとする.この条件は,物理変数で表すと
0\leqq$\rho$_{0}(x) , -Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\displaystyle \leqq v_{0}(x)-\frac{\{$\rho$_{0}(x)\}^{ $\theta$}}{ $\theta$}, v_{0}(x)+\displaystyle \frac{\{p_{0}(x)\}^{ $\theta$}}{ $\theta$}\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy}
となる.
このとき,初期値問題 (1.3) は時間大域解を持ち , 初期値と同じ不等式
0\leqq $\rho$(x, t) , -Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\leqq z(u(x, t w(u(x, t))\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy} (1.6)
を満たす.即ち,(1.5) の表す領域は,初期値問題 (1.3) の不変領域になっている.




z_{t}+$\lambda$_{1}z_{x}=-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v, (2.1)w_{t}+$\lambda$_{2}w_{x}=a(∬ )$\rho$^{ $\theta$}v.
ここで, $\lambda$_{1} と $\lambda$_{2} は特性速度であり,以下のように定義される.
$\lambda$_{1}=v-$\rho$^{ $\theta$}, $\lambda$_{2}=v+$\rho$^{ $\theta$} . (2.2)
(1.1) は保存則という方程式の種類に分類されている.その特徴として,滑らかな初期値










合 a(x)\equiv 0 (これは1次元の場合に相当する.) は,古典的な [CCS] の方法が適用できる.
a(x)\not\equiv 0 の場合にも,この方法を適用することは可能である.例えば,一般的な低階の
項をもつ以下の方程式を考える.
銑 +$\lambda$_{1}z_{x}=g_{1}(x, z, w) , (2.3)w_{t}+$\lambda$_{2}w_{x}=g_{2}(x, z, w) .
このとき,
|g_{1}(x, z, w)|\leqq C(|z|+|w|) , |92(x, z, w)|\leqq C(|z|+|w|) (2.4)
が成り立つならば,先程の不変領域と部分段階法 ([DC2]) を用いると,
|z(x, t)| \leqq Be^{kt}, |w(x, t)|\leqq Be^{kt} (2.5)
という時間に関して指数増大する評価を得ることができる.指数関数の評価が導出され
る理由は,(2.4) より,低階の項がリーマン不変量に関して1次の項で抑えられることと,


















さて,前述したように,この間題の一番難しい点は近似解 u^{ $\Delta$}(x, t) の有界評価である.
この評価を難しくしている原因は,(1.1) の低階の項である.実際,低階の項のない (1.1)
の斉次方程式に対しては,Chueh, Conley, Smoller ([CCS]) の方法によって,有界評価を
得る事ができる.しかしながら,我々の問題に,この方法を用いることはできない.
この問題を打開するために,一般化された不変領域を導入する.以下,物理的意味のあ
る  $\rho$\geqq 0 (i.e., w\geqq z) を考える.注意1.1を思い出せば,解の有界評価を得るためには,











z=\tilde{z}e^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}, w=\tilde{w}e^{\int_{0}^{x}b(y)dy} . (3.1)
このとき,(2.1) より,以下が得られる.
銑 +$\lambda$_{1}\tilde{z}_{x}=e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}\{b(x)$\lambda$_{\mathrm{i}}z-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v\}, (3.2)\tilde{w}_{t}+$\lambda$_{2}\tilde{w}_{x}=-e^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\{b(x)$\lambda$_{2}w-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v\}.











図1: (z, w) における不変領域 \triangle_{x}
まず,以下が成り立つ.
補題3.1. (1.4) より,図1の三角形の頂点 \mathrm{A} は,直線 \ell_{1} と p_{2} の間にある.
ここで,直線 \ell_{1} と \ell_{2} は,原点を通る傾きがそれぞれ - $\sigma$ と -1/ $\sigma$ の直線であり,  $\sigma$=
\displaystyle \frac{1- $\theta$}{(1-\sqrt{ $\theta$})(2\sqrt{ $\theta$+1}+\sqrt{}-1)} である.実際,OA の傾きは -e^{2\int_{0}^{x}b(y)dy} であるから,(1.4) より,OA
の傾きは -1/ $\sigma$ と - $\sigma$ の間の値をとる.
さて,これから (3.2) に最大値原理を適用する.(1.5) より,為 \geqq-M, \tilde{w}_{0}\leqq M である
ことに注意する.そのため,AB 上で (3.2)1の右辺 >0 とAC 上で (3.2)2の右辺 <0 を示
せれば,最大値原理より, 2 \geqq -M, ゆ \leqq  Mが従う.実際,初期値が不変領域 \triangle_{x} の内
部にあったとする.解が,この不変領域から外に出るとすれば,AB かAC を通過しなけ
ればならない.仮に, (\overline{x}, t] において,AB を最初に通過したとする.そのとき,この点




Chapter 14, §B] を参照されたい.また,不変領域は最大値原理が基になっている.最大
値原理に関しては,[ \mathrm{K} , Chapter 8] が参考になる.
それでは,領域1と2 (図1参照) における (3.2)_{1} の低階の項を評価しよう.まず,次
の事実に注意する.
補題3.2. f(k)= \displaystyle \frac{2\{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$\}}{ $\theta$|k^{2}-1|} は,閉区間 [-1/ $\sigma$, 1] 上で f(k) \geqq $\mu$ を満たす.こ
こで,  $\mu$ と  $\sigma$ は(1.4) で定義された定数である.
 l=\displaystyle \frac{2\{(1-. $\theta$)k+1+ $\theta$\}}{--\wedge}=\frac{2\{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$\}}{\prime_{-}\cdot 4\backslash \backslash }
図2: l=f(k) のグラフ
さらに,これらの領域においては, z と w は次を満たす.
-Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\leqq z, w\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy}, -1/ $\sigma$\leqq w/z\leqq 1, z\leqq 0 . (33)
ここで, k=w/z とおく と,注意1.1より,
$\lambda$_{1}= \displaystyle \frac{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$}{2}z, v=\displaystyle \frac{k+1}{2}z, $\rho$^{ $\theta$}= \displaystyle \frac{ $\theta$(k-1)}{2}z, -1/ $\sigma$\leqq k\leqq  1 (34)
を得る.
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このとき,直線 k=w/z に沿って, (2.1)_{1} の低階の項を評価しよう.(1.4) と補題3.2か
ら,領域1と2において,以下を得る.
亀 +$\lambda$_{1}\tilde{z}_{x}=e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}\{b(x)$\lambda$_{\mathrm{i}}z-a(x)$\rho$^{ $\theta$}v\}
>e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}b(x)z^{2}\displaystyle \{\frac{(1- $\theta$)k+1+ $\theta$}{2}- $\mu$\frac{ $\theta$|1-k^{2}|}{4}\}
\displaystyle \geqq e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}b(x)z^{2}\frac{ $\theta$|1-k^{2}|}{4}\{f(k)- $\mu$\}
\geqq 0 . (3.5)




最大値原理を適用すると, \tilde{z}\geqq-M がゆ \leqq Mが成り立つ.これは,
$\Delta$_{x}=\{(z, w); $\rho$\geqq 0, -Me^{-\int_{0}^{x}b(y)dy}\leqq z, w\leqq Me^{\int_{0}^{x}b(y)dy}\}
が,初期値問題 (1.3) の不変領域であることを意味する.ここで, \triangle_{x} は x に依存すること
に注意する.この点が,古典的なChueh, Conley, Smollerの不変領域と異なる点である.






になってしまう.しかしながら,例えば(3.5) のように, z の下からの評価をするときは,




場合は,かなり困難なように思われる.次に,補題3.1の図1の頂点 \mathrm{A} が \ell_{1} と \ell_{2} の間に
あるということは,上記の議論において不可欠である.実際,これが成り立たないと,上














変領域に対応して構成される.(3.1) を考慮して,部分段階法を用いて,セル  j $\Delta$ x\leqq x\leqq
(j+1) $\Delta$ x, n $\Delta$ t\leqq t<(n+1) $\Delta$ t において,近似解を
z^{ $\Delta$}(x, t)=\overline{z}^{ $\Delta$}(x)+g_{1}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))(t-n $\Delta$ t) , (3.6)w^{ $\Delta$}(x, t)=\overline{w}^{ $\Delta$}(x)+g_{2}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))(t-n $\Delta$ t)
とおく . ここで,  $\Delta$ x は空間差分,  $\Delta$ t は時間差分, j\in \mathrm{Z}, n\in \mathrm{Z}\geqq 0, \overline{z}^{ $\Delta$}(x)=\tilde{z}e^{-\int_{0}^{x}b(y)dy},
\overline{w}^{ $\Delta$}(x)=\tilde{w}e^{\int_{0}^{x}b(y)dy}, \tilde{z} と \tilde{w} は定数,
g_{1}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))=-a(x)\overline{v}^{ $\Delta$}(x)(\overline{ $\rho$}^{ $\Delta$}(x))^{ $\theta$}+b(x)$\lambda$_{1}(\overline{u}^{ $\Delta$}(x))\overline{z}^{ $\Delta$}(x) ,
g_{2}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))=a(x)\overline{v}^{ $\Delta$}(x)(\overline{ $\rho$}^{ $\Delta$}(x))^{ $\theta$}-b(x)$\lambda$_{2}(\overline{u}^{ $\Delta$}(x))\overline{w}^{ $\Delta$}(x)
である.(3.6) は(2.1) の近似解である.このことは,(2.1) から,
z_{t}-g_{1}^{*}(x, u)=-$\lambda$_{1}(z_{x}+b(x)z) , (3.7)w_{t}-g_{2}^{*}(x, u)=-$\lambda$_{2}(w_{x}-b(x)w)
となることと, \overline{z}^{ $\Delta$}(x) , \overline{w}^{ $\Delta$}(x) が(3.7) の右辺の解であることからわかる.この近似解の有
界評価は (3.5) の類似である.実際, g_{1}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x)) \geqq 0 と g_{2}^{*}(x,\overline{u}^{ $\Delta$}(x))\leqq 0 がそれぞれ領域
1‐2と領域2−3において成り立つことを示す.
近似解は,各セルにおいて,区分的に (3.6) の形をしている.構成する際には,2つの困











(3.1) の関数を変えることで, xや t に依存する様々な不変領域にも対応することができる.
例えば,外力項のついた場合 ([T6]) , 球対称流 ([T1]) , 低階の項のついた単独方程式





\displaystyle \sup_{u}\max_{i=1,2}|$\lambda$_{i}(u)|<\frac{\triangle x}{\triangle t}.
ここで, $\lambda$_{1} と $\lambda$_{2} は以下で定義される特性速度
$\lambda$_{1}=v-$\rho$^{ $\theta$}, $\lambda$_{2}=v+$\rho$^{ $\theta$}
であり,  $\Delta$ x と \triangle t はそれぞれ空間差分と時間差分である. z と wが有界であることと, $\lambda$_{1}
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